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Περίληψη

Στο άρθρο αυτό εισάγουµε ϐασικές έννοιες της µουσικής µε τρόπο αξιωµατικό.
Γενικά µε τον όρο τυπικό σύστηµα (formal system) εννοούµε ένα σύνολο εφοδι-
ασµένο µε πράξεις που πληρούν ορισµένες σχέσεις. ΄Ενα τέτοιο σύστηµα X που
πληρεί πρόσθετες συνθήκες (σ), ουσιαστικά δοµεί το σύνολο πηλίκο X/(σ) στο
ελάχιστο τυπικό σύστηµα που ικανοποιεί την (σ). Εδώ έχουµε να κάνουµε µε το
τυπικό σύστηµα MMUS των µουσικών λέξεων, δηλαδή των λέξεων του αλφάβητου⋃

k∈Z

({c(k), c(k)], . . . , a(k), a(k)], b(k)}) ∪ {], [}

που δεν ξεκινούν από αλλοίωση, εφοδιασµένο µε την πράξη της παράθεσης που
το δοµεί σε µονοειδές.

Η διατονική ισοδυναµία ∼D που παράγεται από τις σχέσεις

][ = ε = [], c(k)]] = d(k), . . . , a(k)]] = b(k), b(k)] = c(k + 1), k ∈ Z

είναι συµβατή µε την παράθεση και το µονοειδές πηλίκο MD = MMUS/ ∼D
ϕέρει όλη την πληροφορία όσον αφορά την διατονικότητα (διατονικό µονοειδές).
Απαλείφοντας τους δείκτες της οκτάβας κατασκευάζουµε µε ανάλογο τρόπο το µο-
νοειδές Md και αποδεικνύουµε τον ισοµορφισµό Md

∼−→ MD/ ∼B όπου ∼B είναι
η ισοδυναµία που προκύπτει από τον µορφισµό Babbitt. Ο προηγούµενος ισο-
µορφισµός εκφράζει ότι η διατονικότητα στον mod12 µουσικό κόσµο προκύπτει
από την διατονικότητα στον διακριτό πραγµατικό µουσικό κόσµο µέσω της ισο-
δυναµίας Babbitt.

1 Εισαγωγή

Η Τυπική Μουσική χρησιµοποιεί την γλώσσα των µαθηµατικών για την περι-
γραφή, κατανόηση και ερµηνεία µουσικών ϕαινοµένων. Μοντέρνες µαθηµατικές
δοµές χρησιµοποιούνται για την ανάλυση µουσικών δοµών και για την διατύπωση
νέων µουσικών ϑεωριών που επεκτείνουν τα όρια της µουσικής διαδικασίας, Boza-
palidou [5, 6, 7].

Η Τυπική Μουσική συνδέεται στενά µε την Μαθηµατική Γλωσσολογία, όπου
οι ϐασικές έννοιες είναι το αλφάβητο, οι λέξεις και οι γλώσσες. ΄Ενα αλφάβητο δεν
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είναι παρά ένα οποιοδήποτε πεπερασµένο ή άπειρο σύνολο τα στοιχεία του οποίου
ονοµάζονται γράµµατα του αλφάβητου. Μία λέξη από ένα αλφάβητο X είναι µια
πεπερασµένη ακολουθία από γράµµατα του X

x1x2 · · · xk, όπου x1, x2, . . . , xk ∈ X.

Με X∗ συµβολίζουµε το σύνολο όλων των λέξεων από το X συµπεριλαµβανοµένης
και της κενής λέξης ε. Η παράθεση των λέξεων u = x1x2 · · · xk και v = y1y2 · · · y`
είναι η λέξη που προκύπτει αν γράψουµε την v δεξιά της u

uv = x1x2 · · · xky1y2 · · · y`.

Η αλγεβρική δοµή που δεσπόζει στην Μαθηµατική Μουσική είναι εκείνη του
µονοειδούς. Μονοειδές είναι ένα σύνολο M εφοδιασµένο µε µία προσεταιριστική
πράξη

(m1, m2) 7→ m1 ⊕m2

που δέχεται ένα ουδέτερο στοιχείο e, δηλ. ισχύουν

m1 ⊕ (m2 ⊕m3) = (m1 ⊕m2)⊕m3, για όλα τα m1, m2, m3 ∈ X

και
m⊕ e = e⊕m, για όλα τα m ∈ M.

Το τυπικό παράδειγµα µονοειδούς είναι το X∗ µε πράξη την παράθεση και ουδέτερο
στοιχείο την κενή λέξη.

2 Το Μονοειδές των Μουσικών Λέξεων

Στη χωροταξία των πλήκτρων του πιάνου, ξεκινώντας από το µεσαίο c έχουµε την
ακόλουθη διάταξη των δώδεκα ϕθόγγων

c, c], d, d], e, f , f ], g, g], a, a], b (οκτ)

∆εξιά της (οκτ) είναι τοποθετηµένα αντίγραφα αυτής που το καθένα είναι κατά
δώδεκα ηµιτόνια υψηλότερα από το προηγούµενό του.

΄Οµοια, αριστερά της (οκτ) υπάρχουν τοποθετηµένα αντίγραφά της που το
καθένα είναι κατά δώδεκα ηµιτόνια χαµηλότερα από το επόµενό του.

Για να περιγράψουµε σχηµατικά την διάταξη αυτή χρησιµοποιούµε τον κατακόρυφο
άξονα των ϕθόγγων
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...
b(k)
...

c(k)]
c(k)
...

b(0)
...

(ϕθ) c(0)] k = 1, 2, . . .
c(0)
...

b(−k)
...

c(−k)]
c(−k)

...
Σχήµα 1. Ο άξονας των ϕθόγγων

Θεωρούµε το αλφάβητο

XNOTE =
⋃

k∈Z

{c(k), c(k)], . . . , b(k)} ∪ {], [}

όπου Z = {0,±1,±2, . . .} είναι το σύνολο το ακέραιων αριθµών. Κάθε λέξη από
το X∗NOTE γράφεται κατά µοναδικό τρόπο µε την µορφή

s = w0x1(k1)w1x2(k2)w2 · · · xp(kp)wp

όπου

w0, w1, w2, . . . , wp ∈ {], [}∗ και x1(k1), x2(k2), . . . , xp(kp) ∈ XNOTE.

Για παράδειγµα

s1 = ][b(2)c(o)]d(−3)][ f (0), s2 = f (−1)]g(1), κλπ.

Επειδή µία λέξη που αρχίζει από αλλοιώσεις δεν έχει µουσικό νόηµα, στο εξής ϑα
ϑεωρούµε µόνο λέξεις της µορφής,

s = x1(k1)w1 · · · xp(kp)wp,

x1(k1), . . . , xp(kp) ∈ XNOTE, w1, . . . , wp ∈ {], [}∗

τις οποίες ονοµάζουµε µουσικές λέξεις.
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Καθώς η παράθεση δύο οποιονδήποτε µουσικών λέξεων x1(k1)w1 · · · xp(kp)wp
και y1(λ1)u1 · · · yq(λq)uq είναι πάλι µουσική λέξη

x1(k1)w1 · · · xp(kp)wpy1(λ1)u1 · · · yq(λq)uq,

το σύνολο των µουσικών λέξεων µαζί µε την κενή λέξη ε αποτελεί ένα µονοειδές
που το συµβολίζουµε MMUS και το ονοµάζουµε Μουσικό Μονοειδές.

3 Το ∆ιατονικό Μονοειδές

Στη παράγραφο αυτή µας χρειάζεται η έννοια της ισοδυναµίας που είναι ταυτόσηµη
µε την έννοια του διαµελισµού ενός συνόλου.

Μια ισοδυναµία σε ένα σύνολο X είναι µια σχέση µεταξύ των στοιχείων του X

x ∼ y (x, y ∈ X)

που έχει τις ακόλουθες ιδιότητες
i) x ∼ x για όλα τα στοιχεία x ∈ X
ii) αν x ∼ y, τότε και y ∼ x
iii) αν x ∼ y και y ∼ z, τότε και x ∼ z.
Το σύνολο

[x] = {y/z ∼ x}
ονοµάζεται κλάση ισοδυναµίας του x ∈ X. Λόγω των ιδιοτήτων i)-iii) οι κλάσεις
ισοδυναµίας διαµελίζουν το σύνολο X. Το σύνολο X/ ∼ που έχει ως στοιχεία
του τις κλασεις ισδυναµίας ονοµάζεται σύνολο πηλίκο του X δια της ∼. Αν τώρα
το X έχει µια πρόσθετη δοµή, π.χ. είναι µονοειδές και η ισοδυναµία ∼ είναι
συµβατή µε την πράξη του µονοειδούς, δηλαδή x1 ∼ y1 και x2 ∼ y2 συνεπάγονται
x1 ⊕ x2 ∼ y1 ⊕ y2, τότε το πηλίκο X/ ∼ δοµείται επίσης σε µονοειδές µε πράξη
[x] ⊕ [y] = [x ⊕ y]. Το µονοειδές αυτό ονοµάζεται µονοειδές πηλίκο. Είµαστε
τώρα έτοιµοι να εισάγουµε το διατονικό µονοειδές.

Λέµε ότι οι µουσικές λέξεις s, t ∈ MMUS είναι διατονικά ισοδύναµες s vD t,
αν η µία προκύπτει από την άλλη εφαρµόζοντας µία ή περισσότερες ϕορές τις
ακόλουθες ϑεµελιώδεις ισότητες :

][ = ε, [] = ε

Σ0 =



c(k)]] = d(k)
d(k)]] = e(k)

e(k)] = f (k)
f (k)]] = g(k)

g(k)]] = a(k)
a(k)]] = b(k)

b(k)] = c(k + 1)

όπου k = 0,±1,±2, . . .
∆ιαπιστώνουµε ότι οι µουσικές λέξεις

c(0)]][]d(−3) f (1)][[, d(0)d(−3) f (1)[

4



είναι διατονικά ισοδύναµες, αφού

c(0)]] = d(0), [] = ε και ][ = ε.

Πρόταση 1. Ισχύουν τα ακόλουθα

1. Για κάθε µουσική λέξη s έχουµε s ∼D s (ανακλαστική ιδιότητα).

2. Αν s ∼D s′ τότε και s′ ∼D s (συµµετρική ιδιότητα).

3. Αν s ∼D s′ και s′ ∼D s′′, τότε s ∼D s′′ (µεταβατική ιδιότητα).

4. Αν s1 ∼D t1 και s2 ∼D t2, τότε s1s2 ∼D t1t2 .

5. Αν s ∼D t και w ∈ {], [}∗, τότε sw ∼D tw .

Προκύπτει λοιπόν ότι η ∼D είναι µια σχέση ισοδυναµίας στο MMUS συµβατή
µε την πράξη της παράθεσης και άρα το πηλίκο MMUS/ ∼D είναι µονοειδές που
το ονοµάζουµε διατονικό µονοειδές και το συµβολίζουµε MD, δηλαδή

MD = MMUS/ ∼D .

Τα στοιχεία του MD είναι οι κλάσεις της ισοδυναµίας ∼D που τις ονοµάζουµε
διατονικές κλάσεις.

Η διατονική κλάση της µουσικής λέξης s συµβολίζεται [s]D και είναι

[s]D = {t/t ∈ MMUS, t ∼D s}

για παράδειγµα η διατονική κλάση της s = f (1)b(−1) είναι

[s]D = { f (1)wb(−1)w′/w, w′ ∈ L(], [)}

όπου η γλώσσα L(], [) ⊆ {], [}∗ αποτελείται από όλες τις λέξεις w στις οποίες
εµφανίζονται τόσες διέσεις όσες και υφέσεις. Η L(], [) είναι η γνωστή γλώσσα
Dyck µε δύο γράµµατα, Berstel [3].

Ο πολλαπλασιασµός στο µονοειδές MD ορίζεται από την σχέση

[s]D · [s′]D = [ss′]D

δηλαδή για να ϐρούµε το γινόµενο των κλάσεων [s]D και [s′]D δεν έχουµε παρά
να παραθέσουµε τις µουσικές λέξεις s και s′ και στη συνέχεια να ϑεωρήσουµε τη
διατονική κλάση της ss′. Π.χ. έχουµε

[c(0)[a(0)]]D · [ f (0)g(1)]]D = [c(0)[a(0)] f (0)g(1)]]D.

Πρόταση 2. Ισχύουν

Σ1 =



b(k)[[ ∼D a(k)
a(k)[[ ∼D g(k)

g(k)[[ ∼D f (k)
f (k)[ ∼D e(k)

e(k)[[ ∼D d(k)
d(k)[[ ∼D c(k)

c(k)[ ∼D b(k− 1)

για όλα τα k = 0,±1,±2, . . .

5



Προοφ. Από την b(k − 1)] ∼D c(k) παίρνουµε b(k − 1)][ ∼D c(k)[, από όπου
b(k− 1) ∼D c(k)[ και η πρώτη των σχέσεων αποκαταστάθηκε.

΄Οµοια, από την σχέση a(k)]] ∼D b(k) παίρνουµε a(k)]][[ ∼D b(k)[[ από
όπου a(k) ∼D b(k)[[. Με όµοιο τρόπο αποκαθίστανται και οι υπόλοιπες σχέσεις.

Πρόταση 3. Ισχύουν

Σ2 =


c(k)] ∼D d(k)[

d(k)] ∼D e(k)[
f (k)] ∼D g(k)[

g(k)] ∼D a(k)[
a(k)] ∼D b(k)[

για όλα τα k = 0,±1,±2, . . .

Προοφ. Από την c(k)]] ∼D d(k) παίρνουµε c(k)]][ ∼D d(k)[ από όπου c(k)] ∼D
d(k)[, κλπ.

Ο σκοπός µας στη συνέχεια είναι να παραθέσουµε µία διαδικασία µε την
ϐοήθεια της οποίας ϑα εντοπίζουµε µέσα σε κάθε διατονική κλάση, τις µουσικές
λέξεις µε το ελάχιστο µήκος.

Για τον σκοπό αυτό είναι απαραίτητο να ελαχιστοποιήσουµε διατονικά το
µήκος των µονωνύµων x(k)w, w ∈ {], b}∗, k = 0,±1,±2, . . .

∆ιακρίνουµε τις περιπτώσεις

1. Αν η λέξη w περιέχει τόσες διέσεις όσες και υφέσεις, δηλαδή |w|] = |w|[,
τότε w ∼D ε και άρα x(k)w ∼D x(k).

2. Αν |w|] > |w|[, τότε
x(k)w ∼D x(k)]|w|]−|w|[ .

∆ιαιρώντας τον αριθµό |w|] − |w|[ µε το 12 ϐρίσκουµε ένα πηλίκο q κι ένα
υπόλοιπο r,

|w|] − |w|[ = 12q + r, 0 ≤ r < 12.

΄Ετσι, λοιπόν

x(k)]|w|]−|w|[ ∼D x(k)]12q+r

∼D x(k)]12q]r

∼D x(k) ]12 · · · ]12︸ ︷︷ ︸
q ϕορές

]r

∼D x(k + 1) ]12 · · · ]12︸ ︷︷ ︸
q−1 ϕορές

]r

...
∼D x(k + q)]r
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∆ηλαδή,
x(k)w ∼D x(k + q)]r.

Ορίζουµε, ως ύψος του x(µ) την απόσταση του (στον άξονα των ϕθόγγων) από
το c(µ), δηλαδή τον αριθµό των ϐηµάτων από το x(µ) στο χαµηλότερό του c(µ)
(συµπεριλαµβανοµένου). Συµβολίζεται µε ‖ x ‖.

...

−→ x(µ)

...

c(µ)] x(µ) = c(µ)]‖x(µ)‖−1

c(µ)

...

Σχήµα 2. ΄Υψος ϕθόγγου

Συνεχίζοντας τη διαδικασία αναγωγής διακρίνουµε τις περιπτώσεις :

2.1. ‖ x(k + q) ‖ + r < 12, οπότε

x(k + q)]r ∼D y(k + q) ή y(k + q)]

αντίστοιχα, για κάποιο y ∈ {c, d, e, f , g, a, b}.

2.2. ‖ x(k + q) ‖ + r ≥ 12, οπότε

x(k + q)]r ∼D y(k + q + 1) ή y(k + q + 1)]

αντίστοιχα, για κάποιο y ∈ {c, d, e, f , g, a, b}.

3. Αν |w|[ > |w|], τότε

x(k)w ∼D x(k)[|w|[−|w|]

∆ιαιρώντας και πάλι το |w|[ − |w|] µε το 12 ϐρίσκουµε

|w|[ − |w|] = 12q + r, 0 ≤ r < 12
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και συνεπώς

x(k)[|w|[−|w|] ∼D x(k)[12q+r

∼D x(k)[12q[r

∼D x(k) [12 · · · [12︸ ︷︷ ︸
q ϕορές

[r

∼D x(k− 1) [12 · · · [12︸ ︷︷ ︸
q−1 ϕορές

[r

...
∼D x(k− q)[r

Ως ϐάθος του x(µ) ορίζουµε την απόσταση του στον άξονα των ϕθόγγων από
το c(µ + 1) και το συµβολίζουµε µε < x >

...

c(µ + 1)

b(µ)

... x(µ) = c(µ + 1)[<x(µ)>−1

−→ x(µ)

...

Σχήµα 3. Βάθος ϕθόγγου

Προφανώς ισχύει ‖ x(µ) ‖ + < x(µ) >= 14

3.1. Αν < x(k− q) > + r < 12, τότε

x(k− q)[r ∼D y(k− q) ή y(k− q)[

αντίστοιχα, για κάποιο y ∈ {c, d, e, f , g, a, b}.

3.2. Αν < x(k− q) > + r ≥ 12, τότε

x(k− q)[r ∼D y(k− q− 1) ή y(k− q− 1)[

αντίστοιχα, για κάποιο y ∈ {c, d, e, f , g, a, b}.

Τώρα, για να ανάγουµε διατονικά µία µουσική λέξη

s = x1(k1)w1 · · · xp(kp)wp,
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δεν έχουµε παρά να ανάγουµε κάθε ένα από τα µονώνυµα x1(k1)w1, . . . , xp(kp)wp
και να παραθέσουµε τις προκύπτουσες λέξεις.

Μία µουσική λέξη s λέγεται διατονικά ανάγωγη αν δεν υπάρχει µουσική λέξη s′

µε µικρότερο µήκος έτσι ώστε s ∼D s′. Οι ανάγωγες µουσικές λέξεις είναι λοιπόν
όλες οι λέξεις από το αλφάβητο

XRED =
⋃

k∈Z

{c(k), c(k)], d(k)[, d(k), d(k)], e(k)[, e(k), f (k), f (k)],

g(k)[, g(k), g(k)], a(k)[, a(k), a(k)], b(k)[, b(k)}

4 Το Εναρµόνιο Μονοειδές

∆ύο µουσικές λέξεις s, t ονοµάζονται εναρµόνιες s ∼H t αν η µία προκύπτει από
την άλλη µε χρήση των σχέσεων (Σ2).

Πρόταση 4. ∆ύο ανάγωγες µουσικές λέξεις είναι εναρµόνιες αν και µόνον αν
είναι διατονικά ισοδύναµες. Κατά συνέπεια η εναρµόνια κλάση [s]H της ανάγωγης
µουσικής λέξης s είναι η τοµή της διατονικής κλάσης της s µε το σύνολο X∗RED

[s]H = [s]D ∩ X∗RED, [s]H = {t/t ∈ X∗RED, t ∼H s}, ∀s ∈ X∗RED.

Το πηλίκο του X∗RED µε την∼H είναι λοιπόν ένα µονοειδές, που το ονοµάζουµε
εναρµόνιο µονοειδές και το συµβολίζουµε MH, δηλαδή

MH = X∗RED/ ∼H .

Στην πραγµατικότητα τα µονοειδή MD και MH είναι το ένα αντίγραφο του άλλου.
Μια δοµή ϑεωρείται αντίγραφο µιας άλλης αν οι δύο αυτές δοµές είναι µεταξύ

τους ισόµορφες. Συγκεκριµένα, ένας µορφισµός από το µονοειδές M στο µο-
νοειδές M′ είναι µία συνάρτηση h : M → M′ που διατηρεί τις πράξεις και τα
ουδέτερα στοιχεία

h(m1 ⊕m2) = h(m1)⊕′ h(m2), h(e) = e′.

Αν η συνάρτηση h είναι επί (surjective), αντίστοιχα 1-1 και επί (bĳective), τότε
ο h ονοµάζεται επιµορφισµός, αντίστοιχα ισοµορφισµός. Τα µονοειδή M και M′

λέγονται ισόµορφα µεταξύ τους, συµβολισµός M ∼= M′. ∆ύο ισόµορφες δοµές
ταυτίζονται ανεξάρτητα από την ϕύση των στοιχείων τους.

Υπάρχει ένα σηµαντικό ϑεώρηµα στην ΄Αλγεβρα που ϑα χρησιµοποιήσουµε
στην επόµενη παράγραφο.

Θεώρηµα 1 (Θεµελιώδες Θεώρηµα Μορφισµού). Κάθε επιµορφισµός µονοειδών
h : m→ m′ επάγει έναν ισοµορφισµό µονοειδών

M/ ∼h
∼= M′

όπου ∼h συµβολίζει την ισοδυναµία

m1 ∼h m2 αν h(m1) = h(m2)

9



Τώρα, υπάρχει ένας ισοµορφισµός Θ : MD → MH, ο οποίος υλοποιείται από
την αντιστοιχία

[s]D
Θ7−→ [s]H

Πρόταση 5. Τα µονοειδή MD και MH είναι µεταξύ τους ισόµορφα.

Η εναρµόνια κλάση [s]H, s ∈ X∗RED έχει πεπερασµένου πλήθους στοιχεία τα
οποία καλούµαστε να προσδιορίσουµε. Θέτουµε

A =
⋃

k∈Z

{d(k)[, d(k)], g(k)[, g(k)], a(k)[, a(k)]}

και για κάθε ανάγωγη µουσική λέξη s ∈ X∗RED συµβολίζουµε |s|A το πλήθος
των γραµµάτων του A που εµφανίζονται στην s. Τώρα, σε κάθε ϑέση της s που
εµφανίζεται ένα γράµµα του A έχουµε τη δυνατότητα δύο επιλογών. ΄Ετσι, η
εναρµόνια κλάση της s έχει 2|s|A στοιχεία.

Πρόταση 6. Για κάθε ανάγωγη µουσική λέξη s ∈ X∗RED

card[s]H = 2|s|A .

Για να είναι λοιπόν δύο ανάγωγες µουσικές λέξεις s, t εναρµόνιες :

1. Πρέπει οι s και t να έχουν το ίδιο µήκος

|s| = |t|.

2. Αν η s έχει ένα γράµµα του αλφαβήτου {c(k)], e(k)[, f (k)], b(k)[}, όπου
k = 0,±1,±2, . . ., τότε πρέπει και η t να έχει το ίδιο γράµµα στην ίδια
ϑέση.

3. Αν η s έχει ένα γράµµα του αλφαβήτου A σε µία ϑέση, τότε η t πρέπει να
έχει το ίδιο γράµµα ή το συµµετρικό του στην ίδια ϑέση (το συµµετρικό του
c(k)] είναι το d(k)[ και αντιστρόφως, το συµµετρικό του d(k)] είναι το e(k)[
και αντιστρόφως, το συµµετρικό του f (k)] είναι το g(k)[ και αντιστρόφως,
κλπ).

5 Κυκλική ∆ιατονικότητα Μορφισµός Babbitt

Ας τοποθετήσουµε τώρα τους ϕθόγγους της ϐασικής οκτάβας του πιάνου σε κυκ-
λική διάταξη
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Σχήµα 4. Μουσικό Ωρολόγιο

Οι µελωδίες στην περίπτωση αυτή δηµιουργούνται από ϕθόγγους του κύκλου,
που είναι οι µελωδίες οι αντιληπτές στον "modulo 12 κόσµο", όπου η µέτρηση
γίνεται από 0, 1, . . . , 11.

Τα όντα του κόσµου αυτού δεν µπορούν να ξεχωρίσουν δύο αριθµούς που
διαφέρουν κατά πολλαπλάσιο του 12 και συνεπώς δεν µπορούν να ξεχωρίσουν
δύο ήχους που διαφέρουν κατά έναν αριθµό οκτάβων.

Η πρόσθεση στον mod12 κόσµο, που ονοµάζεται mod12 πρόσθεση γίνεται µε
τον νόµο του ωρολογιού

κ ⊕ λ = κ + λ, αν κ + λ < 12
= κ + λ− 12, αν κ + λ ≥ 12

Π.χ.

7⊕ 8 = 15− 12 = 3,
6⊕ 6 = 12− 12 = 0,
5⊕ 3 = 8.

Ο πλήρης πίνακας της παραπάνω πράξης είναι
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⊕ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0
2 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1
3 3 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2
4 4 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3
5 5 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4
6 6 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5
7 7 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6
8 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7
9 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8
10 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
11 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

ο οποίος διαβάζεται ως εξής : το mod12 άθροισµα κ ⊕ λ ϐρίσκεται στη συµβολή
της γραµµής του κ και της στήλης του λ. Ας σηµειωθεί ότι στον παραπάνω πίνακα
κάθε µία γραµµή προκύπτει από την προηγούµενη της µε κυκλική εναλλαγή.

Στο εξής, µε Z12 ϑα συµβολίζουµε το σύνολο των αριθµών 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11,
δηλαδή Z12 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}.

Θεωρούµε το αλφάβητο Xnote = {c, d, e, f , g, a, b} και το σύνολο Mmus ⊆
(Xnote ∪ {], b}∗)∗ που αποτελείται από όλες τις λέξεις της µορφής

x1w1 · · · xkwk xi ∈ Xnote, wi ∈ {], b}∗, i = 1, . . . , k

µαζί µε την κενή λέξη. Το Mmus είναι µονοειδές µε πράξη την παράθεση.
Λέµε ότι οι µουσικές λέξεις s, t ∈ Mmus είναι διατονικά ισοδύναµες s ∼d t,

αν η µία προκύπτει από την άλλη εφαρµόζοντας µία ή περισσότερες ϕορές τις
ακόλουθες ισότητες :

σ0 =


][ = ε, [] = ε,

c]] = d, d]] = e, e] = f ,
f ]] = g, g]] = a, a]] = b,

b] = c

Η ∼d είναι µία σχέση ισοδυναµίας στο Mmus συµβατή µε την πράξη της
παράθεσης και άρα το πηλίκο Md = Mmus/ ∼d είναι ένα µονοειδές.

Τα στοιχεία του Md είναι οι κλάσεις της ισοδυναµίας ∼d .

Πρόταση 7. Ισχύουν

σ1 =

 c[ ∼d b, b[[ ∼d a, a[[ ∼d g
g[[ ∼d f , f [ ∼d e, e[[ ∼d d

d[[ ∼d c

και ακόµη

σ2 =

{
c] ∼d d[, d] ∼d e[, f ] ∼d g[
g] ∼d a[, a] ∼d b[
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Σκοπός µας είναι να προσδιορίσουµε όλες τις µουσικές λέξεις t ∈ Mmus οι
οποίες είναι ισοδύναµες µε µία εκ των προτέρων δοσµένη µουσική λέξη s ∈ Mmus
και οι οποίες έχουν το ελάχιστο µήκος. Παρατηρούµε ότι η χρήση των σχέσεων
(σ1) γνήσια µειώνει το µήκος. Οι µόνες σχέσεις που διατηρούν το µήκος είναι οι
σχέσεις (σ2).

Μία µουσική λέξη s λέγεται ανάγωγη αν δεν υπάρχει λέξη s′ µε µικρότερο
µήκος έτσι ώστε s ∼d s′.

Οι ανάγωγες µουσικές λέξεις είναι λοιπόν όλες οι λέξεις από το αλφάβητο

Xred = {c, c], d[, d, d], e[, e, f , f ], g[, g, g], a[, a, a], b[, b}.

∆ύο ανάγωγες µουσικές λέξεις s, t ονοµάζονται εναρµόνιες s ∼h t, αν η µία
προκύπτει από την άλλη µε χρήση των σχέσεων (σ2).

Πρόταση 8. Αν s είναι µία ανάγωγη µουσική λέξη, s ∈ X∗red, τότε το πλήθος των

εναρµονίων µε την s µουσικών λέξεων είναι 2|s|A , όπου

A = {d[, d], g[, g], a[, a]}.

Και πάλι η∼h είναι συµβατή µε την παράθεση στο X∗red, το δε µονοειδές πηλίκο
X∗red/ ∼h συµβολίζεται µε Mh, δηλαδή

Mh = X∗red/ ∼h

Χρησιµοποιώντας τα επιχειρήµατα της παραγράφου 2 αποδεικνύουµε ότι τα µο-
νοειδή Md και Mh είναι µεταξύ τους ισόµορφα.

Η συνάρτηση Babbitt είναι το µέσον επικοινωνίας του "πραγµατικού" διακριτού
κόσµου, µε τον modulo 12 µουσικό κόσµο, Babbitt [1, 2]. Πρόκειται για δι-
αδικασία περιέλιξης του άξονα των ϕθόγγων γύρω από τον κύκλο των ϕθόγγων.
Η συνάρτηση Babbitt B : MMUS → Mmus µετασχηµατίζει την µουσική λέξη
x1(k1)w1 · · · xp(kp)wp στη µουσική λέξη x1w1 · · · xpwp, δηλαδή σβήνει τους
δείκτες οκτάβας :

B(x1(k1)w1 · · · xp(kp)wp) = x1w1 · · · xpwp

όπου x1, . . . , xp ∈ Xnote, k1, . . . , kp ∈ Z και w1, . . . , wp ∈ {], b}∗. Π.χ. έχουµε

B( f (2)]c(0)c(−1)[b(0)) = f ]cc[b κλπ.

Η συνάρτηση B διατηρεί την παράθεση µουσικών λέξεων, αφού για κάθε

s = x1(k1)w1 · · · xp(kp)wp, t = y1(λ1)u1 · · · yq(λq)uq

έχουµε

B(st) = B(x1(k1)w1 · · · xp(kp)wpy1(λ1)u1 · · · yq(λq)uq)

= x1w1 · · · xpwpy1u1 · · · yquq

= B(x1(k1)w1 · · · xp(kp)wp)B(y1(λ1)u1 · · · yq(λq)uq)

= B(s)B(t)
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και άρα B είναι µορφισµός µονοειδών. Επιπλέον η B είναι µία συνάρτηση επί,
άρα είναι ένας επιµορφισµός, όπως επίσης επιµορφισµός είναι και η συνάρτηση

[s]D 7→ [B(s)]d

από το MD στο Md. Εφαρµόζοντας λοιπόν το ϑεµελιώδες ϑεώρηµα µορφισµού
προκύπτει ότι το µονοειδές Md είναι αντίγραφο του µονοειδούς MD/ ∼B , όπου
∼B είναι η ισοδυναµία που ορίζεται από

[s]D ∼B [t]D αν και µόνο αν [B(s)]d = [B(t)]d.

Θεώρηµα 2. Ο µορφισµός Babbitt επάγει τον ισοµορφισµό

Md
∼−→ MD/ ∼B .

Εργαζόµενοι µε ανάλογο τρόπο αποδεικνύουµε ότι

Θεώρηµα 3. Τα µονοειδή Mh και MH/ ∼B είναι µεταξύ τους ισόµορφα

Mh
∼−→ MH/ ∼B .

6 Συµπέρασµα

Η επεξεργασία και παρουσίαση του αντικειµένου στην εργασία αυτή, οδηγεί στην
ϑεώρηση γενικών συστηµάτων ϕθόγγων στην κατηγορία των συνόλων. Αυτό οφεί-
λεται στο γεγονός ότι το σύστηµα (c(o), ]) µπορεί να ταυτιστεί µε το σύστηµα Αξι-
ωµατικής Θεµελίωσης των ϕυσικών αριθµών κατά Peano. Το σύστηµα (c(o), ], b)
µπορεί λοιπόν να ϑεωρηθεί ως επέκταση της αξιωµατικής Peano και συνεπώς να
οριστεί σε οποιαδήποτε κατάλληλη κατηγορία, Mac Lane-Birkoff [11]. Η ιδέα
αυτή ϑα αναπτυχθεί σε ϐάθος σε µελλοντική εργασία.
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